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Projet de recherche

La sémantique des programmes constitue les fondements théoriques des méthodes for-
melles pour la vérification de programmes. Une approche phare de ce domaine est la com-
positionnalité : on analyse un programme en étudiant chaque instruction qui le compose
et on combine les informations en suivant la fagon dont les instructions sont combinées.
Le raisonnement algébrique est une méthode compositionnelle exploitée en sémantique
par de nombreux pionniers des fondements mathématiques de I'informatique (Scott [131],
Goguen [72], Plotkin [86], Hyland [86], Moggi [109], etc.) pour étudier 1’équivalence de
programmes. Récemment, il a été étendu dans deux directions prometteuses !,

D’une part, les algebres quantitatives, introduites dans [105], permettent d’étudier
les distances entre programmes avec des méthodes proches du raisonnement algébrique.
Dans certains contextes, notamment en présence procédés stochastiques, cela produit une
analyse plus fine du comportement des programmes. Quantifier 1’écart de comportements
est une étape nécessaire pour répondre a des questions concernant, par exemple, la confi-
dentialité d"une requéte de base de données, la robustesse d'un algorithme sensible au
bruit, la fiabilité d"une solution approximative, etc.

D’autre part, la représentation de programmes par des diagrammes de cordes a connu
un essor important ces derniéres années, notamment a la suite de développements en
informatique quantique [45, 46]. Ces diagrammes offrent un formalisme graphique com-
positionnel, dans lequel la structure des programmes et leurs interactions sont rendues
explicites de maniere visuellement intuitive. Cela a conduit a I'émergence de syntaxes
plus naturelles et parfois plus expressives dans divers domaines, tels que la théorie de la
probabilité [65, 118, 134], 'apprentissage automatique [54, 138], la linguistique [44, 88],
I'épidémiologie [9, 102] et la chimie [66, 104].
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FIGURE 1 - Deux exemples de diagrammes de cordes issus de [117] et [135] respectivement.

A travers mes recherches sur le raisonnement algébrique quantitatif et les diagrammes
de cordes, notamment pour des applications en sémantique des programmes, j’ai identifié
un ensemble de questions auxquelles je pourrais donner des réponses, et qui seront
pertinentes pour la communauté scientifique des méthodes formelles. ]'ai structuré mon
projet autour de trois axes complémentaires :

1. Sémantique diagrammatique pour les preuves sur les programmes.
2. Réécriture de diagrammes de cordes.

3. Cadres théoriques et leurs modeéles.

1. Je détaille ces lignes de recherche et ma contribution a celles-ci dans mon rapport des travaux antérieurs.
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J'en profiterai pour davantage motiver le raisonnement diagrammatique?, en traitant de
deux atouts significatifs.

1. Le formalisme des diagrammes de cordes mene a une clarification des structures
étudiées et a une unification de concepts.

2. La syntaxe diagrammatique est plus expressive que la syntaxe standard, en restant
tout de méme intuitive.

Apres la présentation de ces axes, je formulerai quelques questions secondaires mettant en
lumiére des enjeux de médiation scientifique associés a ces lignes de recherche. Finalement,
je préciserai mon projet d'intégration dans les quatre laboratoires suivant : CRIStAL (Lille),
IRIF (Paris), LIPN (Villetaneuse) et LIS (Marseille).

Axe 1: Représentation diagrammatique des programmes

Le premier axe vise a développer des langages de diagrammes de cordes suffisamment
expressifs pour représenter des programmes réalistes et raisonner sur leur comportement.

Un fil conducteur de mes travaux est la caractérisation de notions d’équivalence, ou de
distance (vue comme une version quantitative de I’équivalence), entre programmes. Cela
permet de traiter des questions du type :

Deux programmes ont-ils le méme comportement? A quel point différent-ils?

Cependant, il est souvent souhaitable d’établir des propriétés d’un programme, sans le
comparer a d’autres, par exemple :

Un programme donné retourne-t-il toujours un nombre positif ?

Ce genre de questions se posent abstraitement depuis 'avenement de la sémantique,
notamment suite a 1'introduction de la logique de Hoare [84]. Hoare propose des juge-
ments, dits triplets de Hoare, de la forme {P} C {Q}, ot C est un programme et P et Q
sont des assertions portant respectivement sur les entrées et les sorties de C. Le triplet
exprime que, pour toute exécution de C, si I'entrée satisfait P, alors la sortie satisfait Q. Par
exemple, {x : Integer} return x? {x > 0} est valide, car le carré d’un entier est toujours
positif. Hoare montre qu'un petit ensemble de regles de preuve permet de dériver des
propriétés non triviales sur des fragments impératifs. Depuis, de nombreuses variantes
ont été développées (probabilistes, quantitatives, etc.) pour capturer des langages et des
spécifications plus riches, e.g. [6, 10, 11, 13, 82, 119].

Pour établir des propriétés de programmes avec un formalisme diagrammatique, je
m’appuierai sur les diagrammes de rubans (tape diagrams) introduits par Bonchi et al. [21,
22, 29].3 Dans [21], la logique de Hoare est plongée dans un calcul (in)équationnel :
programmes, assertions et triplets sont représentés par des diagrammes et les regles
de preuve sont dérivées via le raisonnement diagrammatique. Cette approche offre un
avantage conceptuel majeur : il permet de placer, dans un cadre unique, différentes logiques

2. D’aprés mon expérience, la sémantique quantitative demande moins d’argument pour convaincre
alors je n’en développerai pas plus ici.
3. J'ai travaillé avec Filippo Bonchi sur les diagrammes de rubans durant une école de recherche en 2022.



de type Hoare qui étaient jusqu’ici étudiées séparément (notamment celles de [5, 18, 48,
114]). De plus, cette unification ne repose pas sur l’ajout d’une couche de complexité,
mais sur la clarification des structures primitives et des axiomes qui engendrent, par
compositionnalité, les régles nécessaires.

Mon objectif est d’étendre ce cadre, encore essentiellement qualitatif, vers (i) des lan-
gages capables de représenter des programmes stochastiques, puis (ii) des spécifications
quantitatives. Je m’appuierai sur les travaux récents de Fabio Zanasi et de ses colla-
borateur-ices [118, 130, 134, 136], ainsi que sur [29], qui proposent des axiomatisations
diagrammatiques de langages probabilistes discrets et continus. L'objectif immédiat est
de combiner ces ingrédients pour obtenir une présentation diagrammatique de variantes
probabilistes de la logique de Hoare, telles que pH [82] ou VPHL [119].

Objectif a court terme
Concevoir une théorie diagrammatique dans laquelle on peut plonger des logiques
de programmes impératifs probabilistes, notamment pH et VPHL.

L’accomplissement de cet objectif serait possiblement I’'opportunité de faire apparaitre
un noyau structurel commun a différentes logiques, comme ’ont fait Bonchi et al.

Dans un second temps, j'envisage enrichir le langage pour établir des propriétés quanti-
tatives (a l'image du passage de I'équivalence a la distance entre programmes). Cela passera
vraisemblablement par le plongement de logiques quantitatives telles que apRHL [13],
aHL [11] ou eRHL [6]. Des échanges avec plusieurs expert-es, notamment des auteur-ices
de [21, 29], m’ont permis d’identifier des obstacles conceptuels qui empéchent, en ’état,
de transposer directement la méthode de [21] au cas quantitatif 4. ]’estime donc que c’est
un objectif a plus long terme qui bénéficierait des développements de 1’axe 3.

Objectif a long terme
Etendre la sémantique diagrammatique des triplets de Hoare a des assertions quanti-
tatives, en vue d’y plonger les logiques apRHL, aHL, eRHL, etc.

Enfin, en paralléle, je pourrais étudier I'adaptation de ces idées a d’autres effets calcula-
toires (non probabilistes). En particulier, le calcul quantique, qui est déja trés développé du
point de vue diagrammatique [46], et 'ordre supérieur, indispensable en programmation
fonctionnelle, qui a été traité plusieurs fois [1, 8, 69, 120].

Axe 2 : Réécriture

Le deuxieme axe est consacré a la réécriture de diagramme de cordes, a la fois comme
moteur du raisonnement automatique et comme approche opérationnelle de la sémantique.
Dans le monde algébrique standard, la réécriture de termes est un outil largement étudié [7,
19]. Récemment, une série d’articles [26, 27, 28] a établi une correspondance précise entre
la réécriture de diagrammes de cordes et la réécriture d’hypergraphes via la méthode dite

4. Un probléme similaire est abordé dans [87].



de double pushout venant de la littérature sur les transformations de graphes [47, 79]. Cela
permet de transposer facilement les résultats et les algorithmes existant au raisonnement
diagrammatique. D’ailleurs plusieurs assistants de preuves basés sur cette correspondance
ont été développées pour automatiser la réécriture de diagrammes : CARTOGRAPHER [133]
et CHYP [93] sont des outils génériques, et QUANTOMATIC [96] et PYZX [95] sont des outils
spécifiques aux diagrammes représentant des procédés quantiques.

Cette approche est applicable pour certains langages de diagrammes de cordes, mais
pas tous. Je travaille actuellement, dans le contexte d"un projet national sur la fiabilité de
l'intelligence artificielle [3], pour appliquer la réécriture d’hypergraphes aux diagrammes
utilisés dans [25] pour représenter la logique du premier ordre.> Cela permettrait de
modéliser les preuves de cette logique par des séquences de réécriture—il est impossible
d’automatiser ces preuves sans contredire Godel [71].

Objectif a court terme

Etablir une correspondance entre la réécriture d’hypergraphes et la réécriture des
diagrammes de [25].

Je chercherai ensuite a obtenir un résultat similaire pour d’autres extensions du langage
diagrammatique, notamment celle que j’ai développé dans [130] et celle placée au cceur
du premier axe.

Objectif a moyen terme
Etablir d’autres correspondances similaires avec les diagrammes de [21, 130]. —‘

Dans cet axe, je voudrais aussi aborder la réécriture quantitative pour relier mes
recherches sur le raisonnement diagrammatique quantitatif [103]. Les résultats récents
de [67] montrent 1'utilité de la réécriture quantitative pour obtenir des modeles de calculs
plus expressifs. Rajouter une dimension diagrammatique permettrait d’encore enrichir ces
modeles. De plus, il y a une connexion possible avec la réécriture de graphes, car il y a
plusieurs travaux consacrés a des notions stochastiques de transformation de réécriture de
graphes [14, 16].

Axe 3 : Théories et modéles

Le troisiéme axe porte sur la conception de nouvelles théories diagrammatiques et sur
les modeéles (au sens sémantique) qu’elles capturent. Un enjeu principal est I'expressivité.

Deux résultats récents illustrent ’avantage du raisonnement diagrammatique sur ce
terrain. D"une part, [116] caractérise les algebres de Kleene (un outil mathématique fécond
en sémantique) avec des diagrammes de cordes et un nombre fini d’axiomes, alors que
Redko a montré que toute axiomatisation dans la notation classique nécessite une infinité
d’axiomes [121]. D’autre part, [25] introduit une syntaxe basée sur les diagrammes de
cordes pour caractériser le calcul des relations (un outil central aux méthodes algébriques

5. J’explique le point central de cet article dans le troisieme axe.



en logique) et en donne une axiomatisation finie; la encore, ce résultat contourne un
théoreme d’impossibilité de Monk [110] valable pour la notation classique.

De plus, Bonchi et al. ont démontré dans [24] que le raisonnement algébrique classique
peut étre vue comme un cas spécifique du raisonnement diagrammatique. Les algebres
quantitatives sont aussi strictement plus générales que les algebres classiques . On peut
donc imaginer une ultime extension du raisonnement algébrique qui unifierait les deux
extensions mentionnées dans 1'introduction.

C’est cet objectif qui a lancé ma collaboration avec Fabio Zanasi. Notre article [103]
constitue une premiere étape dans cette direction. La Figure 2 résume les inclusions
des différents cadres étudiés. Le raisonnement algébrique (RA) est contenu dans les
raisonnements diagrammatiques (RD) et algébrique quantitatif (RAQ). Le cadre développé
dans [103] couvre tout RD et une partie de RAQ, mais ne peut pas traiter une grande partie
de RAQ. L'objectif central de cet axe est donc de combler ce manque.
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FIGURE 2 — Un résumé des relations entre les différents raisonnements équationnels.

Objectif a moyen terme
Développer les structures syntaxiques et sémantiques nécessaires pour faciliter un
raisonnement diagrammatique quantitatif couvrant RD, RA, et RAQ.

Au-dela de son intérét intrinseque, cet objectif est motivé par des applications concrétes.
Je prévois méme que ces derniéres guideront la mise en place des solutions”.

Premierement, j'estime que les outils développés ici seront indispensable pour obtenir
un langage diagrammatique assez expressif pour les logiques de programmes de 1’axe
1. En particulier, I'introduction d"une syntaxe et d’'une sémantique pour des assertions
quantitatives pourrait permettre de couvrir une plus grande part de RAQ.

Deuxiémement, je souhaite orienter la conception du cadre théorique par I'étude de
modeles plus variés. J’ai déja appliqué mes résultats a la sémantique de programmes
probabilistes, mais d’autres applications concretes sont envisageables. Notamment, en
informatique quantique, out des raisonnements de ce type apparaissent de maniére infor-
melle [31, 85, 94], et en cryptographie, o un premier exemple est développé dans [70].

6. Ce n’est pas difficile a voir, mais cela avait été laissé implicite jusqu’a la rédaction de mon manuscrit
de these [129, Exemples 3.70 et 3.71]
7. C’est I'approche que j’ai privilégié dans mes travaux antérieurs.



Je pourrais m’aiguiller vers d’autres domaines ou les diagrammes de cordes, et plus
largement 1’approche compositionnelle, ont montré leur efficacité : I’apprentissage, la
modélisation scientifique, la chimie, etc.

Médiation scientifique

A travers ma recherche et mes activités de médiation, j’ai découvert que les diagrammes
de cordes peuvent rendre accessibles a un grand public des notions de mathématiques
et d’informatique contemporaines et abstraites. La série de billets Graphical Linear Alge-
bra [132] est, a mes yeux, un exemple remarquable : elle vulgarise ’algebre linéaire via
le raisonnement diagrammatique. Dans le méme esprit, le livre destiné au lycéen-nes sur
le calcul ZX [43] et les expériences d’enseignement [55], dont je me suis déja inspiré, per-
mettent d’aborder des concepts profonds de I'informatique quantique avant 'université.
J'aimerais identifier d’autres modéles du raisonnement diagrammatique, au moins aussi
abordables que ces exemples précédents. Cela me permettra de communiquer sur ma
recherche aupres de publics non spécialistes.

Une ligne de recherche qui m’est encore étrangere est celle de la didactique. Est-il
avantageux de traiter de certains sujets avec le langage diagrammatique? A partir de quel
niveau ? Est-ce que cet avantage est homogene dans tous les groupes d’éleves? Voila des
débuts de pistes dont j'aimerais discuter davantage avec des expert-es de la didactique et
de la médiation.

En parallele, je souhaite explorer des retombées logicielles a visée de diffusion, en
partie insipirées des outils mentionnés dans ’axe 2. Je pourrais prototyper des interfaces
pédagogiques, similaires a Scratch [122], permettant de visualiser les étapes de réflexions a
mettre en valeur dans la logique formelle, la vérification de programmes, etc.

Projets d’intégration

CRIStAL. Dans le laboratoire CRIStAL 1’équipe SyCoMoRes constitue un bon environne-
ment pour mon projet, car elle explore des questions de méthodes formelles, offrant a la
fois des liens méthodologiques et des domaines d’applications pour mes recherches.

Des travaux récents de Patrick Baillot et Leandro Gomes [73, 74] étudient des cadres
algébriques pour formaliser des logiques de programmes probabilistes (dont aHL), en
s’appuyant sur une variante des algebres de Kleene avec tests (KAT). Or, la sémantique
diagrammatique de la logique de Hoare développée dans [21] est étroitement reliée a
I'approche KAT. Je pourrai donc m’appuyer sur leur expertise dans le contexte probabiliste
pour traiter les premiers objectifs concrets de ’axe 1.

Ces deux mémes chercheurs ont aussi des compétences pertinentes pour les aspects
quantitatifs du projet : Leandro Gomes a notamment travaillé sur des logiques floues et
leurs applications a des modeles de calcul pondéré [75, 76], tandis que Patrick Baillot
développe des systemes de types quantitatifs pour modéliser la sensibilité des pro-
grammes [126, 127], et en particulier la confidentialité différentielle [128, 140].



Pour des questions inévitables sur la récursion et la terminaison, je pourrais m’appuyer
sur 'expertise de Vlad Rusu, et celle de David Nowak de 1'équipe 2XS, qui ont colla-
boré sur ces sujets [37, 113]. Enfin, les travaux de Raphaél Monat sur la spécification et
I'analyse de textes juridiques ouvrent une piste d’interaction a plus long terme : méme
si ces questions n’ont pas encore été abordées via des outils catégoriques, des liens sont
envisageables, par exemple autour de CATALA [77, 108] et de l'usage de types dépendants,
bien compris en sémantique catégorique.

IRIF. A V'IRIF, mon intégration naturelle se ferait au sein du pole Preuves, programmes et
systemes, dont les thématiques recouvrent directement les trois axes de mon projet.

Un premier point d’ancrage est la réécriture (axe 2), notamment les travaux de Nico-
las Behr et Jean Krivine sur la réécriture de graphes [14, 30, 49] et ses applications en
chimie [16], et les fondements catégoriques de la réécriture [15]. Comme leur approche
est catégorique, je pourrais facilement communiquer avec eux sur nos problématiques.
Je pourrais également participer au groupe de travail Catégories supérieures, polygraphes
et homotopie, organisé par Frangois Métayer, ou la réécriture est un sujet récurrent. De
plus, la réécriture stochastique est déja bien étudié a I'IRIF par Nicolas ainsi que Claudia
Faggian [14, 17, 62, 63] pour les graphes et le A-calcul. Ces travaux pourront inspirer mes
recherches (plus générales) sur la réécriture quantitative.

Une deuxiéme concentration importante a I'IRIF concerne la formalisation. L'intégration
des outils existants d’automatisation du raisonnement diagrammatique dans des assistants
de preuve génériques (Rocq, Lean, etc.) pourrait constituer un objectif a court terme qui
s’inscrit dans les projets de formalisation portés a I'IRIF, notamment COREACT et MA-
LINCA. A plus long terme, la conception de langages diagrammatiques plus expressifs
étendra naturellement cet objectif.

Finalement, pour les aspects probabilistes et quantitatifs de mon projet, il y a plusieurs
collaborations envisageables. Mes travaux antérieurs avec Daniela Petrisan ont conduit
a quelques questions encore ouvertes sur les aspects théoriques de la combinaison de
non-déterminisme et du probabilisme [4, 78, 115, 125]. De plus, son expertise en approches
catégoriques fibrationnelles, notamment pour la sémantique quantitative [23], pourrait
fournir un nouveau regard sur les problématiques de I’axe 3. En effet, une lacune de mon
article [103] par rapport aux algebres quantitatives est I’absence de contextes riches et les
catégories fibrées sont une solution standard pour modéliser des contextes. D’autres cher-
cheurs et chercheuses a I'IRIF pourraient apporter leur expertise sur le point de vue fibré,
comme Gabriel Scherer [42] et Paul-André Melliés [107], ce dernier étant particuliérement
versé sur le raisonnement diagrammatique. Enfin, les travaux de Thomas Ehrhard [56,
57,58, 59, 60, 61], Claudia Faggian [58, 64, 101, 124], et Guillaume Geoffroy [59, 68]
sur la sémantique dénotationnelle des langages probabilistes, parfois avec des aspects
quantitatifs, offrent une grande possibilité de partage de connaissances pour atteindre mes
objectifs en sémantique.

LIPN. Au LIPN, I'équipe LoCal portes des thématiques intégrante & mon projet comme
la logique, la sémantique, et les catégories, donc elle constituerait un environnement



favorable pour atteindre mes objectifs et en explorer de nouveaux.

Je pense qu’une collaboration avec Marie Kerjean et Damiano Mazza pourrait mener
a des avancés en théorie de l'intelligence artificielle. Plus spécifiquement, sur une ligne de
recherche récente appliquant le raisonnement diagrammatique a l’apprentissage automa-
tique passant par les catégories a dérivation inverse (Reverse Derivative Categories) [36, 54,
138, 139]. Ces structures sont étroitement apparentées a celles mobilisées par Marie dans
ses travaux sur la logique linéaire différentielle [89, 90, 92], et elles modélisent un aspect
de la dérivation automatique, un intérét notable des recherches de Damiano [35, 106]. Ce
contexte fournit donc un terrain commun pour articuler nos différentes expertises autour
d’un méme but. Je note en particulier qu'un outil central dans les résultats de [36, 54] est la
para construction pour laquelle j'ai formalisé un langage diagrammatique dans [130].

I existe deux autres collaborations potentielles qui repose sur mon article [130]. Les
travaux de Flavien Breuvart [32, 33, 34] utilisent également des structures graduées pour
la sémantique d’effets calculatoires. La dimension quantitative de ses résultats suggere des
pistes de discussion en lien avec les axes 1 et 3 de mon projet. Morgan Rogers est expert
du point de vue catégorique sur les actions de monoides [83, 123] et mon travail sur la para
construction repose sur une catégorification de la notion d’action, ce qui ouvre des liens
techniques possibles.

Finalement, Marie Kerjean et Micaela Mayero ont lancé un projet de didactique visant
I'enseignement des mathématiques avec des assistants de preuve [91]. Je souhaiterais
m’appuyer sur leurs expériences pour tester mes hypotheses sur les apports pédagogiques
du raisonnement diagrammatique.

LIS. Au LIS, I'équipe LSC représenterait un cadre particulierement propice a la réalisation
de mon projet, grace a la forte culture de sémantique catégorique partagée par ses membres.

Je pourrais en premier lieu m’appuyer sur 1'expertise de Raphaélle Crubillé en
sémantique dénotationnelle des langages probabilistes : ses travaux sur les A-calculs
intégrant des choix aléatoires [12, 51, 52, 53] offrent des pistes concretes pour aborder
'ordre supérieur, un domaine encore peu exploré du point de vue diagrammatique. De
plus, sa these [50] aborde en profondeur la sémantique quantitative de ces calculs, ce qui
élargit notre socle commun de discussion et de collaboration.

Dans d’autres directions, Tito Nguye::n cherchent des caractérisation et répond a plu-
sieurs questions de complexité pour diverses classes de transducteurs [20, 111, 112]. Vu
que l'approche algébrique est centrale dans ce domaine, j’'estime que le raisonnement dia-
grammatique pourrait étre fécond également, notamment en s’inspirant des diagrammes
de cordes pour les langages réguliers [2, 116]. L'expertise de Luigi Santocanale en raison-
nement algébrique fournirait également des outils et des points de comparaison utiles
pour guider mes développements. Je considére aussi une collaboration avec Pierre Clai-
rambault autour du calcul quantique, dont il a déja étudié une sémantique [39, 40, 41], car
cela reste I'application phare des diagrammes de cordes.

Enfin, mon intégration au LIS pourrait bénéficier de synergies avec 1'équipe Logique
de la programmation de 1'I2M, qui collabore déja étroitement avec LSC. Les travaux d"Yves
Lafont sur la réécriture et les diagrammes de cordes [97, 98, 99, 100] rejoignent directement



mon projet, tandis que ceux de Lionel Vaux Auclair sur la logique linéaire et les réseaux
de preuves [38, 80, 81, 137], partagent de nombreuses structures sous-jacentes avec les
formalismes diagrammatiques que j’étudie.
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